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1. Einfuhrung in die Chaostheorie

.Kann der Flugelschlag eines Schmetterlings

in Brasilien einen Tornado in Texas hervorrufen?*

Der Meteorologe und Mathematiker Edward N. Lorenz, von dem dieses
Zitat stammt, legte hiermit einen der Grundsteine der Chaostheorie. Der
Name Chaos in der deutschen Sprache wird unter vielen Bedeutungen
gebraucht. Der Duden liefert hierfur die Erklarung ,wistes Durcheinander*
bzw. ,Auflésung aller Ordnung®. Man spricht von Chaos auf dem ungeord-
neten Schreibtisch oder von einer chaotischen Organisation, wenn etwas
nicht so klappt, wie es geplant war. Dies kommt der mathematischen bzw.
physikalischen Definition des Chaos schon sehr nahe. Als Chaos be-
zeichnet man die Auflésung der Vorhersagbarkeit. Die Chaostheorie ist
hauptséachlich eine Bewegung des 20. Jahrhunderts, die mit der Entwick-
lung der Computer einherging. Mit ihrer Hilfe konnten neuerdings extrem
viele Gleichungen bis auf viele Stellen nach dem Komma exakt berechnet
werden. Jedoch auch schon im 17., 18. und 19. Jahrhundert haben sich
Wissenschatftler wie der besagte Edward N. Lorenz, James Clerk Maxwell
und Pierre Simon Marquis de Laplace um das Problem des Determinis-
mus bemiuht. Es ging dabei im wesentlichen darum, ob unter gleichen
bzw. dhnlichen Anfangsbedingungen eines Experiments, die Folgen eben-
falls gleich, also vorhersagbar oder unterschiedlich, d.h. unvorhersagbar,
chaotisch sein kdnnen. Die Hauptfrage hierbei war immer, ob es mdglich
sei, wenn man alle Anfangsbedingungen des Universums kennen wirde
und fahig ist, diese miteinander in Verbindung zu bringen, sowohl die Zu-
kunft als auch die Vergangenheit zu berechnen. Diesen Glauben hatte
z.B. Laplace, nach dem ein Wesen, welches dieses kbénnte, als Laplace-
scher Geist bezeichnet wird. Die Kontroverse zu diesem mechanistischen
Weltbild ist die Stochastik. Hier konnen keinerlei Vorhersagen mehr getrof-
fen, sondern nur Wahrscheinlichkeiten fur zuklnftige Ereignisse angege-
ben werden. Mit dem Gebiet dazwischen beschaftigt sich die Chaostheo-

rie.

! Staatsinstitut fur Schulpadagogik und Bildungsforschung Miinchen, Handreichung fur
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2. Grundlagen des deterministischen Chaos

2.1 Das Prinzip der Kausalitat

Laplace beschreibt sein Wesen 1812 auf folgende Weise:

.Eine Intelligenz, welche fir einen gegebenen Augenblick alle in der Natur
wirkenden Krafte sowie die gegenseitige Lage der sie zusammensetzen-
den Elemente kennt und Uberdies umfassend genug wéare, um diese ge-
gebenen Grol3en der Analysis zu unterwerfen, wirde in derselben Formel
die Bewegung der grof3ten Weltkorper wie des leichtesten Atoms um-
schlief3en; nichts wirde ihr ungewiss sein, und Zukunft wie Vergangenheit
wirden ihr offen vor Augen liegen.“?

Dieses Zitat charakterisiert die wissenschatftliche Stimmung im 19. Jahr-
hundert. Man glaubte, ausgehend von den Erfolgen Isaac Newtons, an die
grenzenlose Berechenbarkeit der Natur und damit an das Existieren einer
Weltformel, die alle Zusammenhange beschreibt. Ein Grundprinzip dieses
mechanischen Weltbilds ist die logische Voraussetzung: Gleiche Ursa-
chen haben gleiche Wirkungen . Es wird als die schwache Kaus alitat
bezeichnet. Ein Experiment, das immer mit denselben Anfangsbedingun-
gen gestartet wird, muss nach menschlichem Selbstverstandnis auch im-
mer dasselbe Ergebnis zeigen. Dies ist jedoch meistens nur richtig, da
auch das starke Kausal itatsprinzip bei den meisten Versuchen zutrifft.
Ahnliche Ursachen h aben dhnliche Wirkungen . James Clerk Maxwell

meint 1879 hierzu:

,ES Ist eine metaphysische Doktrin, dass gleiche Ursachen gleiche Wir-
kungen nach sich zégen. Niemand kann sie bestreiten. Ihr Nutzen aber ist
gering in einer Welt wie dieser, in der gleiche Ursachen niemals wieder
eintreten und nichts zum zweiten Mal geschieht.*®

Im 20. Jahrhundert mit dem Beginn der Quantenmechanik kamen jedoch

prinzipielle Grenzen der Berechenbarkeit auf. Heisenberg beschreibt in

seiner Unschéarferelation mit der Formel Dp, Dx 3 %die prinzipielle Unge-

nauigkeit bei der Orts- bzw. Impulsbestimmung eines Teilchens. Hierbei

Z Staatsinstitut fiir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miinchen, Handreichung fiir
den Mathematik- und Physikunterricht im Gymnasium — Fraktale Geometrie und determi-
nistisches Chaos, S.21
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hat die Tatsache, dass die Bahn des Teilchens nicht beschrieben werden
kann, nichts mit der Unféahigkeit der Messvorrichtung zu tun, sondern es
ist theoretisch und selbst wenn alle technischen Mittel zur Verfiigung
standen einfach nicht méglich. Das Deterministische Chaos zeigte ebenso
Grenzen der Vorhersagbarkeit auf. Obwohl die Zukunft rein theoretisch
berechenbar, also determiniert ist, ist sie von so winzigen Faktoren ab-
hangig, so dass die Berechnung unmdglich bzw. einfach falsch wird.
Dennoch haben Newtons Vorstellungen, in vielen Bereichen Anwendung
gefunden. Die exakte Berechnung der Planetenbahnen, die genaue Be-
schreibung der Gravitation oder die Konstruktion wichtiger Maschinen zei-

gen dies sehr deutlich.

2.2 Die Sensitivitat eines Systems

.Eine sehr kleine Ursache, die wir nicht bemerken, bewirkt einen beachtli-
chen Effekt, den wir nicht ibersehen kdnnen, und dann sagen wir, der Ef-
fekt sei zufallig. Wenn die Naturgesetze und der Zustand des Universums
zum Anfangszeitpunkt exakt bekannt wéren, konnten wir den Zustand die-
ses Universums zu einem spateren Moment exakt bestimmen. Aber selbst
wenn es kein Geheimnis in den Naturgesetzen mehr gabe, so kdnnten wir
die Anfangsbedingungen doch nur annéhernd bestimmen. Wenn uns dies
ermdglichen wirde, die spatere Situation in der gleichen Naherung vor-
herzusagen — und dies ist alles, was wir verlangen — so wirden wir sagen,
dass das Phanomen vorhergesagt worden ist, und dass es Gesetzmalig-
keiten folgt. Aber es ist nicht immer so; es kann vorkommen, dass kleine
Abweichungen in den Anfangsbedingungen schlie3lich grof3e Unterschie-
de in den Phdnomenen erzeugen. Ein kleiner Fehler zu Anfang wird spéa-
ter einen grof3en Fehler zur Folge haben. Vorhersagen werden unmdglich,
und wir haben ein zufalliges Ereignis.“*

Diese Aussage stammt von dem Mathematiker Poincare, der sie 1899 fir
einen Wettbewerb veroffentlichte. Es geht darin um die Sensitivitat eines
Systems und damit um die Unmdglichkeit einer Vorhersage. Unter Sensiti-
vitat versteht man kurzum inwiefern kleine Anderungen bei den Anfangs-

bedingungen das Endergebnis beeinflussen. Je starker dies der Fall ist,
desto hoher ist die Sensitivitat. Das Prinzip der starken Kausalitat ist nicht

* Staatsinstitut fir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miinchen, Handreichung fur
den Mathematik- und Physikunterricht im Gymnasium — Fraktale Geometrie und determi-
nistisches Chaos, S. 23f



mehr anwendbar. Schon bei einfachen Systemen, z.B. dem Werfen eines
Warfels oder der Ziehung der Lottozahlen kann dies beobachtet werden.
Theoretisch miusste beim zweimaligen genau gleichen Werfen eines Wir-
fels auch die gleiche Augenzahl erscheinen. Es wirken jedoch Faktoren,
wie die Atemluft, eine Kerbe im Tisch auf dem gewidrfelt wird, winzige Un-
ebenheiten in der Hand des Werfenden oder auch die Gravitationskraft
eines Danebensitzenden, so dass niemals der Wurf unter gleichen Bedin-
gungen wiederholt werden kann. Die gewurfelte Augenzahl ist trotz der
theoretisch mdglichen Vorhersagbarkeit chaotisch, d.h. zufallig. Auch die
Ziehung der Lottozahlen ist theoretisch deterministisch. Das Zusammen-
prallen der Kugeln kdnnte berechnet und daraus das Ergebnis der Zie-
hung geschlossen werden. Es wirken jedoch so viele winzige Faktoren auf
die Kugeln ein, d.h. die Sensitivitat des Systems ist sehr hoch, so dass
selbst die genaueste Berechnung nichts mit der Ziehung zu tun hat. Noch
deutlicher wird dieses Zufallsprinzip bei komplexen Systemen wie bei-
spielsweise dem Wetter. Viele winzige Einfliisse sind einfach nicht mess-
bar. Der Schmetterling in Brasilien schlagt mit dem Fligel und andert so-
mit die Bedingungen fiir das System. Diese winzige Anderung am Anfang
bewirkt nach einer gewissen Zeit einen beachtlichen Effekt. Die Wetter-

vorhersage Uber einen langeren Zeitraum wird daher unmaoglich.

3. Beispiele und Versuche

3.1. Die Verhulst Dynamik als mathematisches Beispiel
fur Periode nverdoppelungen
3.1.1 Das Grundprinzip

Die Populationsdynamik des Biologen P. F. Verhulst beschreibt einen ty-
pischen Weg ins Chaos. Es handelt sich hierbei um eine rein mathemati-
sche Betrachtung. Verhulst beschaftigte sich 1845 mit Populationen mit
begrenztem Lebensraum. Wichtig war fur ihn, warum eine Tierart, trotz
ziemlich hoher Vermehrungsrate Uber eine langere Zeit eine ziemlich kon-

stante Anzahl von Tieren aufweist. Um dies zu untersuchen entwickelte er



folgendes, relativ einfaches mathematisches Modell. Der Anfangswert der
Tiere sei x,, die Werte der nachsten Generationen bzw. nachsten Jahre
sind dann x;, X,, X; usw. Wenn sich die Tierart ungestort vermehren
kdnnte, ware der Zuwachs Dx, = axx,, wobei a hier die Vermehrungsrate
darstellt. Wenn nun a grof3er O ist, was bedeutet, dass mehr Tiere geboren
werden als sterben, ergibt sich ein exponentielles Wachstum mit der For-
mel: x. =a" xx, (wegen: X, =axx,, X, =axx, =a’ XX, USW.)

Nun kann sich jedoch eine Tierart auf begrenztem Raum nicht uneinge-
schrankt ausbreiten. Je grof3er die Anzahl der Tiere wird, desto weniger
Nahrung steht pro Tier zur Verfigung. Unweigerlich sinkt somit die Ver-
mehrungs- bzw. Fruchtbarkeitsrate a. Ein sinnvoller Ansatz fir diese Ab-

hangigkeit gibt folgende Gleichung: a=r x(1- x,). Dies bedeutet, je hdher
die Anzahl der Tiere x, wird, desto kleiner die Vermehrungsrate a. Bei
X, =1 (Maximalwert der Population) sinkt a auf 0. Fir x, =0 nimmt a den

Wert von r an. Wenn man nun diese beiden Gleichungen kombiniert,
kommt man auf folgende Gleichung, welche die Anzahl der Tiere nach
einer Generation in Abhangigkeit von der Anzahl der Tiere in der Genera-
tion vorher darstellt:

X =X (@- X )=rX, - x>

Das Quadrat am zweiten Glied zeigt, dass die Werte x, nicht linear an-

wachsen bzw. fallen, sondern zeigen deutlich, dass die Werte jeweils
nichtlinear von ihren Vorgéngern abhangen. Die Berechnung erfolgt itera-
tiv, d.h. das Ergebnis der vorhergehenden Rechnung wird in die aktuelle
Rechnung eingesetzt usw. Man erhalt somit immer ein Ergebnis, das di-
rekt von seinem Vorganger abhangt.

Um die Entwicklung der Population anschaulich nachvollziehen zu kon-
nen, habe ich mit Hilfe des Computerprogramms ,Feigenbaum* die Ent-

wicklung von x, berechnet und mit unterschiedlichen Werten fur r in Dia-

grammen darstellen lassen. Hier zeigt sich nun etwas erstaunliches.

Fir r < 3 verhalt sich der Kurvenlauf zundchst so, wie wir ihn erwarten.

® Dieses Programm erhielt ich auf Nachfrage per eMail von Ulrich Schwebinghaus, der
das Programm geschrieben hat. Uber seine Internetseite www.fraktalwelt.de kam ich mit
ihm in Kontakt.
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Die Anzahl der Tiere pendelt sich nach einer gewissen Zeit auf einen fes-
ten Wert ein (Bild 1).

Uberschreitet man nun allerdings den Wert r = 3, so kann man tiberra-

Bild 1 (r=2,15)

schenderweise feststellen, dass x, zwischen zwei Attraktorwerten hin und

her springt (Bild 2). Erhéht man nun r weiter und kommt tber den Wert
r = 3,449, so kann man wieder eine Periodenverdoppelung feststellen.

X, pendelt nun zwischen vier (Bild 3) und ab r = 3,544 sogar zwischen

acht Attraktorwerten (Bild 4). Legt man r schlief3lich groRRer als 3,570 fest,
so ist weder eine Periode noch ein fester Wert zu erkennen (Bild 5). Man
konnte auch sagen, die Periode ist unendlich geworden. Die Schwingung
ist nun chaotisch.

Bild 2 (r=3,165) Bild 3 (r=3,5206)

Bild 4 (r=3,554) Bild 5 (r=3,65)




3.1.2 Das Feigenbaumdi agramm

Die eben erwahnte Periodenverdoppelung kann man in einem Feigen-
baumdiagramm, das zum ersten Mal von dem amerikanischen Mathemati-
ker M.J. Feigenbaum beobachtet und erklart worden ist, sehr gut darstel-
len. Hierbei werden in Abhangigkeit des Parameters r die jeweiligen

Grenzwerte oder Attraktoren aufgetragen.

Feigenbaumdiagramm®

Man sieht hier sehr gut, dass zunachst bei der Erh6hung des Parameters
der Zahlenwert immer einem Attraktor entgegenstrebt. Bei jeder Gabelung
kommt es zu einer Periodenverdoppelung und damit zu zwei Grenzwer-
ten. Bei der nachsten Gabelung gibt es dann vier Grenzwerte usw. Ab der
roten Markierung ist keine Ordnung mehr erkennbar. Ab hier spricht man
von Chaos. Das Feigenbaumdiagramm halt auch einige Besonderheiten
bereit, die M. J. Feigenbaum als erster beobachtet und erklart hat. Er un-

tersuchte die Abstande zwischen den Parameterwerten r,, bei denen Bi-

furkationen auftreten. Ihm fiel auf, dass die Bifurkationspunkte auf eine

konstante Weise immer naher zusammenricken. Bei der Berechnung er-

1

gab sich, dass der Quotient f = Dlr , wobei Dr; =, - r,_,, bei immer gro-

Rer werdendem i auf eine bestimmte Zahl zustrebt. Diese Naturkonstante,
die als Feigenbaum-Zahl f bekannt ist, hat den Wert
f =4,669201609029...

Beim Feigenbaumdiagramm ist aul3erdem bemerkenswert, dass sich nach

einer gewissen Zeit scheinbar wieder Ordnung einstellt. Bei

® Erstellt mit dem Computerprogramm ,Feigenbaum* (siehe FuR3note 5)
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3,82 <r < 3,86 kommt es beispielsweise zu einer Art Fenster im Chaos.
Dieser Bereich wird im Diagramm als relativ wei3e Flache deutlich. Hier
gibt es nur noch drei feste Attraktorwerte, woraus sich durch Periodenver-
doppelung wie am Anfang wieder Chaos entwickelt.

Bei einem Feigenbaumdiagramm sind die Grenzwerte bzw. Attraktoren
entscheidend. Da deren Existenz charakteristisch fiir das deterministische
Chaos ist, will ich nun kurz beschreiben, wie man beweisen kann, dass es

wirklich exakte Werte sind und wie man diese ausrechnen kann’.

3.1.3 Beweis fir die Existenz exakter Attraktoren

Wie vorhin schon erwahnt, liegt der Populationsdynamik die Funktion
f(x) =rx(@- x) zu Grunde, die iterativ berechnet wird. Um die Grenzwerte

auszurechnen, betrachtet man jedoch zunachst die ganz normale Funkti-

on. Eine kleine Kurvendiskussion ergibt folgendes:

=0
f(x) =rx@- x) Nullstellen: %
X, =1
f&x)=r- 2rx=0 le Scheitel gé;lrg
2 e2 4 g

Die Funktion ist also eine nach unten geotffnete

=

Parabel. Die griine Linie ist die Winkelhalbieren-
de des ersten Quadranten. Nur flr diese Punkte

gilt die Bedingung f (x) = x. Die blaue Linie

kennzeichnet eine Iterationsfolge mit einem be-

stimmten Anfangswert x,. Sie startet auf der x-

Achse und geht senkrecht nach oben. Der Schnittpunkt mit dem Funkti-

onsgraphen kennzeichnet nun den Wert x,. Durch eine waagrechte Linie

bis zur Winkelhalbierenden wird dieser Funktionswert nun wieder zum

Ausgangswert fur die nachste Iteration (Winkelhalbierende f(x) = x). Nun

startet wieder eine senkrechte Linie nach oben, wodurch sich beim Schnitt

" nach Wolferseder, Bentele und Theofel
® Die Grafiken wurden mit dem Computerprogramm ,Feigenbaum® erstellt
(siehe FuBnote °)
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mit dem Graphen der Wert x, ergibt. Dieses Verfahren wird nun sehr oft
wiederholt und man erkennt gut den Attraktor, auf welchen X, zustrebt.
Bei Fixpunkten muss gelten f(x) = x (Begrindung: Bei der iterativen Be-

rechnung muss, wenn es sich um einen Attraktor handelt und dieser wie-
der in die Formel eingesetzt wird, wieder derselbe Wert herauskommen.

Ansonsten handelt es sich um keinen Attraktor).

X=rx(- x)|:x fur xt 0 (x =0 ist die erste Losung)
r-1 o .
X=r@l- x)p x=—— (ist die 2. Losung)
r

Es ergeben sich hier also fur die x-Werte der zwei Fixpunkte: F, =0 und

r-1
F=——
2

Die Ableitungen bei den Fixpunkten betragen:

qul):r und fQFZ):I’-ZrLl:r-Zr+2=2-r
r

Fixpunkte kbnnen allgemein in drei Arten unterteilt werden:

1. |f'(F,)|>1 der Fixpunkt ist abstoBend, es handelt sich um
einen Repellor (Begrindung: Der Betrag der Steigung der
Funktion ist an der Stelle F,grof3er als die der Winkelhalbie-
renden. Bei der Iteration bewegt sich somit die blaue Linie
vom Fixpunkt weg)

2. |f'(F,)|<1 der Fixpunkt ist anziehend, es handelt sich um
einen Attraktor (Begriindung: Der Betrag der Steigung der
Funktion ist an der Stelle F, kleiner als die der Winkelhalbie-
renden. Bei der Iteration bewegt sich somit die blaue Linie
zum Fixpunkt hin)

3. |f'(F,)|=1 der Fixpunkt ist indifferent, hangt also vom

Startwert x,ab
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Daraus ergeben sich nun mehrere Falle:

1. Fall O<r<1
F, = 0 wirkt als Attraktor, da |f €F,)| <1.

F,wirkt in diesem Fall als Repellor, da | f €F,)| > 1.

Um die Fixpunkte exakt zu untersuchen, musste man nun auch noch den
Einzugsbereich fur die Attraktoren festlegen. Da die Startwerte fur x bei
der Verhulst Dynamik jedoch sowieso nur zwischen 0 und 1 liegen und
somit nicht tlber den Repellor hinaus reichen, spielt der Einzugsbereich

des Attraktors hier keine Rolle.

r=0,5 r=0,5; Attraktor F, =0
(Graphische lIteration) (Zeitreihen Diagramm)
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2. Fallr=1

, . - r-1 . . ,
Hier existiert nur ein Fixpunkt, da F, =—— sowieso mit F, und das heif3t
r

mit dem Ursprung zusammenfallt.

r=1 r=1; Attraktor F, = F, =0
(Graphische lIteration) (Zeitreihen Diagramm)
3.Fall 1<r<3

In diesem Intervall existieren genau zwei Fixpunkte F, und F,, wobei F,
der Ursprung ist.

F, bildet wegen |f €F,)| =r >1 einen Repellor

F, bildet wegen |f §F,)| =|2- r| <1 einen Attraktor

Fixpunkte hoherer Periode gibt es in diesem Bereich nicht!

r=29 r = 2,9; Attraktor F,= 0,655
(Graphische lteration) (Zeitreihen Diagramm)
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4. Fallr=3

In diesem Fall gilt |f €F,)| =1. Es handelt sich hierbei also um einen in-

differenten Attraktor. Die entstehenden Grenzwerte hangen hier von dem

Startwert x, der Iteration ab. Hieraus entsteht die 1. Bifurkation im Feigen-

baumdiagramm. Es gibt nicht mehr nur einen Attraktor, der Graph

verzweigt sich.

5. Fall r>3°
Sowohl F, als auch F, erweisen sich als
abstol3end (Repelloren), da

|f€F,) >1 und |f§F,)| >1

r=3,1;
(Graphische lteration, Fixpunkte abstof3end)

Es muss also die zweite Periode
untersucht werden. Dies geschieht mit folgendem Ansatz:

f2(x) = f(f(x)=x

f2() =r2x@- x)X(L- rx(@- X)) = (r2x- r2x*)@- rx+rx?) =r2x- r°x - r2x + 2% - r’x’

Aus dieser Bedingung ergeben sich nach einiger Umformung die beiden

(r+D)+~r?-2r-3
2r

neuen Fixpunkte: F;/F, =

Nun berechnet man die Ableitung:

f2¢(x) =r2- 2r3%- 2r2x+6r°x% - 4r3x® =r?(- 4r*x® + 6rx? - 2x- 2rx +1)
Durch Polynomdivision ergeben sich folgende Faktoren:

f 2¢(x) =r?@- 2x)(1- 2rx +2rx?)

Setzt man nun die beiden neuen Fixpunkte in die Ableitung ein, so stellt
man fest, dass fur beide Fixpunkte gilt:

¢ iy . /6
|7 (F/F,)|<1 (fir den Bereich 3 < x < 1++/6)

° Die genaue Berechnung wiirde den Rahmen meiner Facharbeit Gibersteigen. Hier soll
nur gezeigt werden, dass die Werte wirklich exakt sind und wie sie prinzipiell berechnet
werden kdnnen
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Damit handelt es beide Male um Attraktoren. Es gibt also im Bereich

3< x<1++/6 genau vier Fixpunkte mit den x-Werten F,=0, F, = r-1 und
r

+4/r2- -
F,/F, = (r+h+ 2r 2 3, wobei F, F,abstol3end und F;, F,anzie-
r

hend sind. Bei den weiteren Verdoppelungen wird dasselbe Verfahren an-

gewendet, wodurch sich entsprechend 4, 8, 16 und mehr Attraktoren her-

ausbilden.

r=34 r=3,4; Attraktoren F_ =Qg42und F, = 0451

Graphische Iteration fir f 2(x) Zeitreihen Diagramm

Die Verhulst Dynamik als mathematisches Beispiel zeigt ganz gut, wie ein
System ins Chaos abgleiten kann. Oft gehen auch bei physikalischen Ver-
suchen, die man leicht beeinflusst Periodenverdoppelungen voraus, wo-
nach die Schwingung nach einigen Verdoppelungen schlief3lich chaotisch
wird. Ein physikalisches Beispiel hierfir ist der nichtlineare elektrische

Schwingkreis.

3.2 Periodenverdoppelung am nichtlinearen, elektr  ischen

Schwingkreis *°

3.2.1 Grundprinzip der Schaltung

Der nichtlineare elektrische Schwingkreis besteht aus einer Spule, Halb-
leiterdiode und einem Widerstand, die in Reihe geschalten sind. Uber ei-
nen Sinusgenerator wird nun eine Schwingung erzwungen. Prinzipiell

funktioniert dieser Aufbau wie ein normaler Schwingkreis aus Kondensator

1% versuchsaufbau nach Staatsinstitut fiir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miin-
chen, Handreichungen firr den Physikunterricht — Computereinsatz im Physikunterricht
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und Spule, wobei der Kondensator durch eine Diode ausgetauscht wird.
Fur kleine Spannungen funktioniert diese Diode ndherungsweise so wie
ein Kondensator. Liegt Spannung in Sperrrichtung an, so stehen sich posi-
tive und negative Ladungen wie beim Kondensator gegentber. Die Sperr-
schicht der Diode tbernimmt hier die Funktion des Dielektrikums. Liegt
nun Spannung in Durchlassrichtung der Diode an, so gleichen sich die
Ladungen aus, die Diode wird ,neutralisiert®. Sie speichert sozusagen La-
dungen. Fir kleine Spannungen ist der Widerstand der Diode jedoch noch
so hoch, dass auch hier kein merklicher Strom flie3t. Der Unterschied zum
Kondensator besteht nur darin, dass die Ladungen nicht rdumlich ge-
trennt, sondern neutralisiert in der Diode gespeichert sind.

Das Wesentliche hierbei ist, dass die Ladung Q, die von der Diode ge-
speichert wird, nicht proportional zur Spannung U ist. Hieraus ergibt sich
kein harmonisches Schwingungsverhalten mehr, welches die Vorausset-

zung fur ein Abgleiten ins Chaos darstellt.

3.2.2 Versuchsaufbau und Versuchsdurchfiihrung

Ich untersuchte zunachst unterschiedliche Dioden der Physiksammlung
auf ihr Verhalten bei meiner Schaltung. Besonders schon konnte man die
Periodenverdoppelungen bei der Diode mit der Bezeichnung GP20GI186lI
erkennen. Deshalb wéhlte ich diese fir meine Versuche.

Mit dem Oszilloskop malf ich am 1. Kanal die Spannung U des Fre-
guenzgenerators und am 2. Kanal parallel dazu tiber einem Widerstand
die Stromstarke I. Beim Aufbau der Schaltung ist besonders auf die Er-
dung zu achten. Sowohl der Frequenzgenerator, als auch das Oszilloskop
hat eine eingebaute Erdung, welche nicht gegeneinander geschaltet wer-
den darf, da die Spannung zwischen zwei Erdungen auf jeden Fall immer

Null betragt und somit keine Messergebnisse moglich sind.
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Mein Versuchsaufbau sah folgendermal3en aus:

Als erstes verwendete ich nun einen Widerstand von 10 Wund eine Spule
mit der Induktivitdt 2 mH. Ich begann mit einer Frequenz am Sinusgenera-
tor von 1000 Hz und erh6hte diese langsam. Zuné&chst handelt es sich um
eine Schwingung, die man vom normalen Schwingkreis her kennt. Schal-
tet man die Zeitablenkung am Oszilloskop aus, so ergibt sich in einem U-I
Diagramm eine mehr oder weniger schéne Ellipse. Bei mir entstand immer
ein kleiner Zacken an der Stelle, wo sich die Periode vollendet hat und die
Ellipse sich schlieRt. Dieser stammt wahrscheinlich vom nicht Uberein-
stimmen der Eigenfrequenz des Schwingkreises mit den 1000 Hz des Si-
nusgenerators. Bei jeder Wiederholung der Schwingung kommt es somit
zu einer kurzfristigen Synchronisationszeit, welche sich in jenem be-

schriebenem Zacken aufert.

Normale Schwingung Normale Schwingung

oben I(t); unten U(t) U-I-Phasendiagramm

Bei einer Frequenz von ca. 30530 Hz trat eine erste Perioden-

verdoppelung des Stroms | auf. Dies bedeutet, dass erst nach der Zeit 2T
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das System wieder seinen urspringlichen Zustand einnimmt. Diese Perio-
denverdoppelung kennzeichnet, wie auch schon bei der Verhulst Dynamik
gezeigt, einen Weg ins Chaos. Erkennbar ist diese Verdoppelung beson-
ders schén im Phasendiagramm. Die Ellipse schliel3t sich erst nach der
zweiten Schwingung, es kommt zu dem hier sichtbaren spiralférmigen
Bild.

Erste Periodenverdoppelung (2T) Erste Periodenverdoppelung (2T)

oben I(t); unten U(t) U-I-Phasendiagramm

Erklarbar ist die Periodenverdoppelung folgendermalf3en:

Bei niedrigen Frequenzen ist das Schwingungsverhalten mit Diode gleich
dem eines normalen Schwingkreises. Wenn die Erregerspannung weniger
wird, flie3t die Ladung aus der Diode ab. Erst wenn diese Ladung abge-
flossen ist, sperrt die Diode. Nun polt die Erregerspannung um und es wird
erneut Ladung in der Diode gespeichert.

Ab einer gewissen Frequenz der Erregerspannung reicht allerdings die
Zeit zum AbflieRen der Ladung aus der Diode nicht mehr aus. Die Diode
sperrt deswegen erst sehr spat, die Erregerfrequenz hat bereits umgepolt.
Dies fuhrt dazu, dass nun sehr wenig Ladung gespeichert werden kann.
Wenig Ladung hat dann wieder ein sehr friilhes Sperren der Diode zur
Folge, so dass wie am Anfang wieder viel Ladung gespeichert werden
kann. Erst nach zwei Schwingungen der Erregerfrequenz ergeben sich
somit wieder dieselben elektrischen Grol3en. Die Periode hat sich verdop-
pelt.

Bei ca. 56340 Hz trat bei meinem Versuch die nachste Periodenverdoppe-
lung auf, welche sich wie die erste Verdoppelung erklaren lasst. Bei hohe-
ren Frequenzen war dann keine Periode mehr erkennbar. Vorhersagen

werden hier unmaoglich, das Chaos tritt ein.
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Zweite Periodenverdoppelung (4T) Zweite Periodenverdoppelung (4T)
oben I(t); unten U(t) U-I-Phasendiagramm
Chaos Chaos
oben I(t); unten U(t) U-I-Phasendiagramm

Das Chaos existiert jedoch nicht durchgehend. Bei einer weiteren Erh6-
hung der Frequenz stellt sich nach bereits chaotischer Schwingung auf
einmal wieder Ordnung ein. Ich erhielt bei einer Frequenz von 97635 Hz
nun wieder eine Periode mit dreifacher Schwingungszeit. Es herrscht wie-
der Ordnung und Berechenbarkeit. Mit einer weiteren Erhohung der Fre-
quenz kommt es danach wieder zu chaotischen Schwingungen. Dies zeigt
eindrucksvoll die Ahnlichkeit zur Populationsdynamik von Verhulst. Die im
Feigenbaumdiagramm ersichtlichen ,Fenster im Chaos" kénnen also auch

am nichtlinearen elektrischen Schwingkreis nachgewiesen werden.

Dreifache Schwingungszeit (3T) Dreifache Schwingungszeit (3T)

oben I(t); unten U(t) U-I-Phasendiaaramm
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3.2.3 Messreihe zu unterschiedlichen Induktivitaten

Ich untersuchte nun das Verhalten der Verdoppelungen bei unterschiedli-
chen Induktivitaten. Die von mir bestimmten Frequenzen kénnen aller-
dings von Diode zu Diode variieren. Selbst bei Dioden gleicher Bauart, so
wie ich sie hatte, schwanken die Ergebnisse. Diese Schwankungen lassen
sich durch winzige Unterschiede bei der Herstellung erklaren, die die
Ergebnisse stark beeinflussen.

Die folgende Abbildung zeigt nun die Frequenz der ersten und zweiten

Verdoppelung in Abhangigkeit der Induktivitat.

70000

60000 K
T 50000 —e— Frequenzen der 1.
E 40000 % Verdoppelung
c
@ 30000 —m— Frequenzen der 2.
>
g 20000 \"\\“ Verdoppelung
10000
0 : : : :
0 10 20 30 40 50

Induktivitat in mH

I/mH 0,9 2,4 9 10,4 36,5 38,4 120 239 4620
1. Verdoppelung /Hz 62296 40234 26750| 24152| 15020 16241 X X X
2. Verdoppelung /Hz x| 61825] 42900 37963 X X X X X

Da die Frequenzen der Verdoppelungen wie oben bereits schon erwéahnt,
sich schon durch geringe Einflisse andern, will ich keine strenge Gesetz-
maligkeit festlegen. Es ist jedoch klar aus dem Diagramm ersichtlich,
dass je hoher die Induktivitat der Spule ist, desto niedriger ist die Fre-
quenz der ersten und zweiten Verdoppelung. Aul3erdem sind mit steigen-
der Induktivitat die Verdoppelungen immer schwerer zu beobachten.

Fur 1 > 38,4 mH konnte ich keine Verdoppelungen mehr feststellen.
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3.2.4. Kapazitat der Diode

Nun versuchte ich noch zu klaren, warum gerade bei der von mir verwen-
deten Diode so gute Ergebnisse zu verzeichnen waren. Einen Ansatz lie-
ferte das Buch ,Handreichung fiir den Physikunterricht im Gymnasium™*,
aus dem ich auch den bisher beschriebenen Versuch tbernommen habe.
Hier ging es darum, geeignete Dioden mit hoher Kapazitat anhand von
langen Speicherzeiten herauszufinden, Mit Speicherzeit ist hier die Zeit
gemeint, in der ein konstanter Strom in Sperrrichtung flief3t, bis die Diode
.geladen” ist. Die Zeit, in der der Strom danach absinkt, wird als Sperrver-
z6gerung bezeichnet. Leider war es mir in der vorgegebenen Schaltung
trotz genauester Einstellungen, die am Speicheroszilloskop vorgenommen
werden kénnen, nicht moéglich diese Speicherzeiten zu messen. Es ergab
sich kein konstanter Strom sondern nur das stetige Absinken, also die
Sperrverzogerung.

Daraufhin versuchte ich die Kapazitat anders zu bestimmen. Das Buch

,Physikalisches Praktikum“? lieferte hierfiir folgende Schaltung:

Feste Versuchsdaten:

C=1nF
Ry = 1kW
F = 10kHz

Hierbei wird die Diode durch die Spannung U vorgespannt. Der Wider-

stand Ry, sorgt daftir, dass kein merklicher Strom von der

1 versuchsaufbau nach Staatsinstitut fiir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miin-
chen, Handreichungen fiir den Physikunterricht — Computereinsatz im Physikunterricht
' Geschke, Dieter S.201f
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Wechselstromquelle Ug Uber U flie3t, der Kondensator C tut dies in der

Gegenrichtung. Nun gilt folgendes Verhaltnis:

Yu| :‘
v 1
=€ +
Rt

Wenn nun gilt R, <<—— kann man die Gleichung weiter vereinfachen:
U ‘ 1 1 :
|_M|: 1 » :|JVVRMCS|:RMVVCS
WYe| o L 17| 2

JWR, G| |juR, C,

Umgeformt ergibt sich somit fur die Sperrkapazitat
- U MO
TR, Ug

Ich ging nun daran, U, ,und U, fur verschiedene Werte von U zu mes-

sen. Fur die Messung verwendete ich das auch schon weiter oben er-
wahnte Speicheroszilloskop. Nun ergaben sich wiederum einige Mess-
probleme. Da die Spannungen sehr gering waren, machte sich das gerin-
ge Stérrauschen erheblich bemerkbar. Um dennoch messbare Ergebnisse
zu erhalten, lie3 ich mit der Einstellung ,,Average=512" (Hierbei ermittelt
das Oszilloskop aus 512 Schwingungen den Mittelwert) am Oszilloskop
dieses Rauschen zum grof3ten Teil herausfiltern. Trotzdem erreichte ich
noch keine messbaren Werte. Statt dem angegebenen Wert fur die Wech-

selspannung U, = 0,02V musste ich bei gegebenen R,, = 200W

U, =15V einsetzen. Bei einer zusatzlichen Erhéhung von R, auf 1kw

konnte ich Messungen bereits bei U, = 08V durchflhren.
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Dementsprechend ergaben sich zwei Messreihen mit folgenden Ergebnis-

sen:

1. Messreihe

Mit R, =200Wund U ~= 15V

u /v -5 -6 -7 -8 -9
U,/mv 400 340 300 300 360
U, /mVv 3 1,5 1,5 2,3 1,8

UM 10
C, = /110%°F 5,968 3,511 3,979 6,101 3,979
UR,w
2. Messreihe
Mit R, =1kWund U ~= 08V

Uu/v 5 6 7 -8 -9
U,/ mv 668 670 680 680 670
U, /mV 6,5 6,3 6,5 6,8 7,1

UM 10
C,=——/10"F 7,743 7,483 7,607 7,958 8,433
URw

Als Mittelwert ergibt sich aus diesen beiden Messreihen C_ » 6,276X40™°F

bzw. C, » 630pF .

Dieser Wert erscheint fur eine Diode relativ hoch, liegt aber in der Gro-

Renordnung von anderen Dioden (Vergleichsdiode P600, C = 150 pF,

siehe Anhang 3)*. Die hohe Kapazitat der Diode erklart zudem deren

Auswahl am Anfang. Aufgrund dieser Kapazitat waren die Verdoppelun-

gen besonders gut zu beobachten.

Die am nichtlinearen elektrischen Schwingkreis beobachteten Perioden-

verdoppelungen versuchte ich nun auch am mechanischen Drehpendel

nachzustellen.

'3 Datenblatt von Philips Semiconductors, Quelle: www.conrad.de

Produktinformation
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3.3 Periodenverdoppelungen am mechanischen Dreh-

pendel

3.3.1 Versuchsprinzip und Versuchsaufbau

Ich untersuchte die schon beim elektrischen Schwingkreis aufgetretenen
Bifurkationen nun auch am mechanischen Drehpendel. Das Drehpendel
erfullt alle Voraussetzungen eines schwingungsfahigen Systems:
- Es fuhrt eine einfache harmonische Schwingung um die Gleichge-
wichtslage aus
- Mit der Wirbelstrombremse erhélt man eine gedampfte Schwingung
- Regt man das System von auf3en durch ein externes Drehmoment
an, so vollfuhrt es erzwungene Schwingungen mit der zum Erreger
identischen Frequenz
Mein Versuch sah folgendermal3en aus:

Das von mir benutzte mechanische Drehpendel besteht aus einem
schwingenden Kupferring, der mit einer Spiralfeder verbunden ist. Uber
diese Spiralfeder treibt ein zugehdoriger kleiner Elektromotor den Kupfer-
ring an und erzwingt somit eine Schwingung. Die Geschwindigkeit des
Elektromotors ist Gber die Hohe der Versorgerspannung zu regeln. Zu-
satzlich ist das Drehpendel mit einer magnetischen Dampfung ausgestat-
tet, welche ebenfalls Uber eine Spannungsquelle regelbar ist. Das Pendel

hat bei einer harmonischen Schwingung eine gewisse Auslenkung, die

% versuchsaufbau nach Grehn, Joachim S 332 f.
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Uber den Winkel messbar ist. Zun&chst musste ich diesen Winkel jedoch
erst einmal messbar machen. Hierzu zerlegte ich das Pendel und montier-
te auf den Speichen des Kupferrings ein Plastikrad mit feinen Rillen. An
dieses befestigte ich nun eine Schnur und wickelte diese einmal um das
Plastikrad, damit das Drehpendel wie gewohnt in beide Richtungen
schwingen kann. Uber eine Umlenkrolle und ein kleines Gewicht, das ich
an der Schnur befestigte wandelte ich somit die Pendelbewegung des
Drehpendels in eine lineare Auf- und Abwartsbewegung um. Diese Bewe-

gung ist direkt proportional zum Auslenkwinkel r des Drehpendels. Nun

verwendete ich ein Ultraschall Abstandmessgeréat, das mit dem Computer
verbunden werden kann und somit Abstdnde und auch Abstandsanderun-
gen gut dargestellt werden kdnnen. Damit das sehr kleine Gewicht an der
Schnur nicht immer direkt tber dem Messgerat liegen muss und auch

leicht schwanken darf, legte ich darauf noch eine CD, die nur dazu diente

die Oberflache zu vergréRern. Nun konnte ich

die normale harmonische Schwingung des
Drehpendels am Computer sichtbar machen
(siehe Bild).

Daraufhin musste ich die Schwingung des

Drehpendels beeinflussen, so dass sich kei-

ne ideale Schwingung mehr ergibt und ich
beobachten kann, wie die Schwingung langsam chaotisch wird. Hierzu
befestigte ich an der normalen Nullstellung des Kupferrings ein kleines
Massestuck. Ich bohrte ein Loch in den Kupferring und befestigte einen
Metallring (Gewicht = 7,8 g) mit einer Kupferschraube daran. Dies hatte
zur Folge, dass sich die Nulllage des Drehpendels nun verschoben hat.

Die alte Nulllage bei r =0° wird instabil und es bilden sich zwei neue Null-
lagen rechts und links von Normalnull (r =+r, und r =-r,). Dies ge-

schieht durch ein vom Metallring zusétzliches hervorgerufenes Drehmo-

ment der Grof3e M =mgr>sinr . Somit ist auch der Funktionsgraph der

potentiellen Energie keine Parabel mehr (U (x) :%sz), sondern hat bei
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t+ r je ein Minimum. Als Gleichung fur das Potential kann nun néhe-

. b c
rungsweise U (X) = > x* + 2 x? ®angenommen werden.

1.2 _bo. c
U(x) 2Dx U(X)_EX +ZX

mit D = 20 mit b =-20 und c= 100

(Grafiken selbst erstellt mit dem Computerprogramm ,Vivitab“)

Die Ruckstellkraft ergibt sich nun als 1. Ableitung des Potentials

Chaos ersichtlich. Beim normalen mechanischen Drehpendel handelt es
sich stets um eine lineare Rickstellkraft, die durch die Feder des Dreh-
pendels hervorgerufen wird. Im beeinflussten Drehpendel ist auch diese
Kraft vorhanden und wird in der Gleichung durch - bx verdeutlicht. Hinzu
kommt hier allerdings der Term - cx®, der fur die Anharmonizitat verant-

wortlich ist. Die Riuckstellkraft ist somit nicht mehr linear.

3.3.2 Versuchsdurchfihrung und Ergebnis

Zundachst brachte ich das Drehpendel mit einer geeigneten Erregerfre-
quenz und gentgend hoher Dampfung zur normalen harmonischen
Schwingung um die neue Nulllage + r, (Die nichtlineare Ruckstellkraft
macht sich erst nach Verringerung der Dampfung bemerkbar). Die Erre-

gerfrequenz musste ich so wahlen, dass das Massestiick nicht tGiber die

senkrechte Nulllage hinaus schwingt, jedoch gentigend Raum fur die

!> Staatsinstitut fiir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miinchen, Handreichungen
fur den Physikunterricht im Gymnasium — Computereinsatz im Physikunterricht S. 221
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Schwingung bleibt. Der anregende Elektromotor hatte bei gleicher Span-
nung leider unterschiedliche Umdrehungszahlen, je nach dem, ob er noch
kalt, warm oder schon tberhitzt war. Deshalb ist es mir leider nicht mog-
lich, einen genauen Wert fur die Erregerspannung anzugeben. Sie beweg-
te sich bei mir jedoch immer zwischen 4 und 7 Volt.

Nun verringerte ich langsam die Dampfung (Startwert bei ca. 6 Volt). Die
nichtlineare Ruckstellkraft kommt dadurch immer starker zum Tragen. Bei
einer Dampfung von 0,5 Volt kam es dann zu der flrs Chaos typischen
Periodenverdoppelung (siehe Anlage 1). Da die Dampfung schon ziemlich
gering war, brachte die Verringerung auf 0 Volt keine weitere Verdoppe-
lung (siehe Anlage 2).

Ich versuchte daraufhin mit anderen Massestiuicken, anderer Erregerfre-
guenz und genaueren Netzgeraten noch weitere Verdoppelungen zu beo-
bachten. Leider blieb dies jedoch ohne Erfolg. In der theoretischen Simu-
lation sind diese Verdoppelungen maéglich, bei der praktischen Durchfih-

rung sind mehr als eine jedoch scheinbar schwer zu beobachten.

4. Zusammenfassung

Im 19. Jahrhundert glaubten bedeutende Physiker wie Isaac Newton dar-
an, die Zukunft durch Berechnung vorhersagen zu konnen. Die Chaosthe-
orie hat jedoch Grenzen dieser Berechenbarkeit aufgezeigt. Viele kom-
plexe Systeme reagieren hochst empfindlich auf &ul3ere Einfllisse. Ein
winziger Unterschied in der Ausgangssituation (,Schmetterlingseffekt®)
kann eine enorme Veranderung des Ergebnisses zur Folge haben. Diese
Empfindlichkeit auf unterschiedliche Anfangsbedingungen wird als Sensi-
tivitat bezeichnet. Schon bei sehr einfachen Systemen lasst sich diese
Veréanderung bemerkbar machen. Die Populationsdynamik von Verhulst
macht dies an einem rein mathematischen Beispiel deutlich. Sie ist des-
wegen so berihmt, da man an ihr typische Kennzeichen fir das Abgleiten
eines Systems ins Chaos ausmachen kann. Diese sind eine Nichtlinearitat
im Schwingungsverhalten und daraus resultierende Periodenverdoppe-

lungen. Im Feigenbaumdiagramm kann man die chaotische Entwicklung
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anhand der Attraktoren sehr gut darstellen. An den sehr einfachen physi-
kalischen Systemen des nichtlinearen elektrischen Schwingkreises und
des leicht beeinflussten mechanischen Drehpendels kann die Theorie von
Verhulst physikalisch gezeigt werden. Auch hier treten Periodenverdoppe-
lungen auf, bevor das System ins Chaos ausbricht. Sie stellen ein Modell
daflr da, wie sensitiv komplexe, nichtlineare Systeme wie das Wetter auf
Einflisse von aul3en reagieren. Da die Méglichkeiten der Weiterentwick-
lung sich exponentiell vergré3ern, wird eine Berechnung bald unmdglich,
man erhalt ein zufalliges bzw. nicht vorhersagbares Ereignis. Ich fand her-
aus, dass beim elektrischen Schwingkreis die Frequenzen der Verdoppe-
lung mit zunehmender Induktivitat der Spule sinken und schwerer zu er-
zeugen sind. Beim mechanischen Drehpendel ist mehr als eine Verdoppe-

lung nur sehr schwer zu beobachten.

5. AbschlielRende Bewertung

Die Chaostheorie hat die Hoffnung vieler Physiker zerstért, die Welt rest-
los berechnen zu kbnnen. Schon seit jeher wird versucht zu erkunden,

,(...) was die Welt, im Innersten zusammenhalt“*®

. Allerdings wird oft ver-
gessen, welche Folgen dies hatte. Die Zukunft ware in jedem Detail vor-
herbestimmt. Die Entwicklung und der Untergang von Leben wére bere-
chenbar. Wenn man den Gedanken weiterentwickelt, kann man sogar sa-
gen, dass Handeln und Denken eines jeden Menschen determiniert ist.
Durch den Zustand des Universums vor 15 Milliarden Jahren zu Zeiten
des Urknalls festgelegt, gibt es keine Mdglichkeit der freien Entscheidung.
Das oft zitierte Schicksal ware Wirklichkeit und der Mensch hat keine Mdg-
lichkeit einzugreifen. Dies wirde das Ende der Freiheit des Denkens und
des Handelns bedeuten. Es kdnnte keine Entscheidung mehr selbstandig
geféllt werden, da sie ja bereits vorherbestimmt ist, und berechnet werden
kann. Die Chaostheorie zeigte Grenzen dieser Berechenbarkeit. Sie konn-

te deutlich machen, in welchem Rahmen Vorhersagen mdglich sind und

16 Johann Wolfgang von Goethe, Faust, Verlag C. H. Beck Miinchen, 16. Auflage, 1996,
S.20
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inwieweit weitere Berechnungen zu keinen brauchbaren Ergebnissen fih-
ren. So schon eine grenzenlose Berechenbarkeit auch sein konnte, ge-
nauso erschreckend und einschrankend konnten ihre Ausmal3e sein. Jo-
seph Ford, ein amerikanischer Chaostheoretiker meint dazu:

.ES ist deshalb wirklich angemessen, die Newtonsche Dynamik schlie3lich
den Gottern zuriickzugeben, denen sie gestohlen wurde; denn sie ist es
ja, die die fehlende Information liefern kénnte, die jenseits des menschli-
chen Verstandnishorizonts liegt.“*

7 Staatsinstitut fir Schulpadagogik und Bildungsforschung Miinchen, Handreichungen fiir
den Physikunterricht im Gymnasium — Computereinsatz im Physikunterricht, S. 205
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