Die Entdeckung des Chaos

Dieser Artikel beschreibt das soge-
nannte deterministische Chaos, das
in berechenbaren Riickkopplungssys-
temen zutage tritt. Das per Emailkon-
takt verfiigbare Programm Feigen-
baum ermoglicht die Untersuchung
solcher Systeme. Eingeschlossen ist
darin auch die grafische Aufbereitung
in Form von Liapunov-Diagrammen.

Bis vor relativ kurzer Zeit erschien die Welt wohlgeordnet und in allen ihren Teilen berechen-
bar. In jeder Gr6Benordnung ist das Universum angeflllt mit stabilen Strukturen. Auf der
kleinsten bekannten Ebene binden sich die Elementarteilchen, die Quarks, zu Protonen und
Neutronen, die die Kerne der Elemente bilden. Zusammen mit den Elektronen ergeben sich
daraus die Atome als Voraussetzung fir die Bildung komplexerer Strukturen aus Atomen
und Molekulen. Gaswolken aus Atomen und Molekilen haben sich infolge der Schwerkraft
zu kugelférmigen Objekten zusammengezogen und haben Sonnen, Planeten, Monde und
Kometen geboren. Zumindest auf einem der Planeten haben sich aus den gleichen Grund-
bestandteilen komplizierte biologische Systeme etabliert, die so weit gekommen sind, dass
sie Uber ihre eigene Existenz nachdenken kdnnen. Sie halten sich fur die Krone der Schép-
fung und glauben spatestens seit der Verbreitung der Newtonschen Gesetze an eine bere-
chenbare, deterministische Welt, die prinzipiell wie ein Uhrwerk funktioniert. Newtons Welt-
bild wurde zwar durch Quantentheorie und Relativitatstheorie starken Verédnderungen unter-
worfen, die man Revolutionen nannte, im Prinzip hat sich aber nichts an der Methode veran-
dert, aus dem Verhalten der kleinsten Teilchen auf das Verhalten des gesamten Systems zu
schlieBen. In den letzten zwanzig Jahren sind aber die Grenzen dieser Einstellung deutlich
zutage getreten. Diese Grenzen zeigen sich in der Existenz und dem Verhalten von zahlrei-
chen chaotischen Systemen, die gegentber den geordneten Systemen in der Mehrheit sind.
Beispiele sind das Wetter mit Stirmen, Turbulenzen und Wolkenbildung, die Entwicklung
biologischer Arten, die Ausbreitung von Epidemien, Entstehung von Lawinen, eine unter Le-
bewesen ausbrechende Panik, die Entwicklung von Bérsenkursen, Herzrhythmusstérungen
wie auch der plétzliche Zerfall von Staaten und Weltreichen (Jugoslawien, UdSSR). Trotz
ihrer Vielzahl wurden die chaotischen Systeme in den Wissenschaften einfach als Sonderfal-
le, als Stérung des normalen Verhaltens ausgeklammert und unbehandelt zur Seite gescho-
ben; notfalls mit einer linearen Naherung gerechnet. So werden auch in den klassischen
Schulfachern bisher chaotische Systeme wenig beachtet. Im Nachhinein erscheint es ange-
sichts der anderen MGglichkeiten geradezu als Wunder, dass es Uberhaupt relativ stabile
Strukturen gibt. Nun, wenn es sie nicht gabe, kénnte man diese Uberlegungen gar nicht an-
stellen.

Bisher gibt es keine geschlossene Chaostheorie, aber in den letzten zwanzig Jahren wurden
Ansétze entwickelt, deren Grundlagen bereits Ende des 19. Jahrhunderts von dem franzsi-
schen Mathematiker Henri Poincaré erdacht wurden. Dabei ging es um die Beantwortung der



Frage, ob unser Planetensystem stabil sei. Fir die Lé6sung des Vielkdrperproblems hatte der
schwedische Koénig Oskar Il einen lukrativen Preis ausgesetzt, den schlieBlich Poincaré er-
hielt, obwohl er nachweisen konnte, dass das entsprechende Gleichungssystem praktisch
nicht lI6sbar ist. Das bedeutet, dass man bis heute nicht weiB3, ob sich unser Planetensystem
bis zum Ausbrennen der Sonne periodisch verhalten wird.

Was ist nun Chaos und welche Systeme sind chaotisch? Zur Untersuchung dieser Frage
stellen wir uns ein einfaches System als eine ‘Blackbox’ vor, die einen Eingang und einen
Ausgang besitzt. Der Ausgang wird mit dem Eingang verbunden, das nennt man eine Ruck-
kopplung. Der am Ausgang gebildete Wert wird so dem System zugefihrt und erneut vom
System verarbeitet. Was daraus entstehen kann, zeigt sich an dem bekannten Beispiel mit
Mikrofon, Verstarker und Lautsprecher.
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Untersuchungen haben ergeben, dass rickgekoppelte Systeme dann chaotisch reagieren
kénnen, wenn sie nichtlineare Komponenten besitzen. Als einfaches Beispiel soll das Verhal-
ten das Systems durch die mathematische Gleichung reprasentiert werden. Sie ist Biologen
als Verhulst-Gleichung bekannt und dient als Modell fir die Entwicklung einer biologischen
Population. Die SystemgréBe x, bedeutet darin die Anzahl der Individuen der biologischen
Art. B ist die Geburtenrate und damit eine StellgréBe oder ein Parameter des Systems. B = 2
bedeutet beispielsweise, dass sich die Rasse im betrachteten Zeitraum verdoppelt. Xn,1 ist
dann die neue Anzahl. Wére die Gleichung einfach nur x,.; = B x,, wirde die Anzahl unbe-
schrankt wachsen. In der Natur trifft dies im allgemeinen aber nicht zu. Der Faktor (1 - xp)
begrenzt daher das Wachstum, denn Nahrung und Raum sind nicht unbegrenzt verfigbar.
Die Gleichung ist normiert, d.h. dass der Héchstwert fir x, die Zahl 1 ist, was 100% des
Tragbaren fir das System entspricht.

Rechnen wir einmal ein Beispiel:

Die Geburtenrate sei konstant B = 2 und x, =08
der Startwert sei x = 0,8:
Wenn man einmal bei dem Ergebnis 0,5 x,=2-08-{1-08)=2-08-02=032

angelangt ist, ergeben weitere Rechnun-

gen keine Veridnderungen mehr; das Sys- x, =2:0,32:(1-0,32)=2-0,32-0,68 = 0.4352

tem hat einen stabilen Zustand, genannt ¥. = 0.49160
Attraktor, erreicht. Auch andere Startwerte 3 '
kleiner als 1 und gréBer als 0 fiihren zum x, = 0,49985
selben Ergebnis.

Da das System nichtlinear ist, kann es x, = (,49990
aber auch chaotische Folgen erzeugen. _
Steigert man die Geburtenrate B bei- xg = 0,30000

spielsweise auf den Wert 3.7, erhédlt man
mit jedem beliebigen Startwert zwischen 0
und 1 eine chaotische Folge.

x, =2:05-(1-05)=2-05-05=05




Chaotisch bedeutet, dass die Ergebnisse dann im Bereich von 0 bis 1 hin und her springen
und keinen Attraktor finden. Obwohl die Zahlen theoretisch streng bestimmt sind, erhalt je-
der, der nachrechnet, unterschiedliche Werte, die vom verwendeten Rechner abhangen.
Schon kleinste Abweichungen in den Zwischenwerten fihren zu véllig unterschiedlichen
Zahlenfolgen. Dieses Verhalten nennt man die Sensitivitdt oder Empfindlichkeit des Chaos.
Das sogenannte Feigenbaum-Diagramm (benannt nach dem Mathematiker Mitchell Feigen-
baum) zeigt das Verhalten der Verhulstgleichung bei Veranderung der Geburtenrate B.
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Feigenbaum-Diagramm:
Der Punkt im Diagramm zeigt beispielsweise unsere vorhergehende Rechnung mit B = 2 und
einem beliebigen Startwert x. Aufgetragen ist nur der Endwert (Attraktor) der Riickkopplung
(Iteration).

An der Grafik, in der nur die Endzustande der Rickkopplung aufgezeichnet sind, erkennt
man, dass das System bis zur Geburtenrate B = 3 nach einigen Zyklen einen stabilen Wert
erreicht, der sich bei festem B nicht verdndert. Das heiB3t praktisch, dass die Population
schlieBlich auf einem bestimmten Niveau stagniert. Steigt aber die Geburtenrate Uber 3,
schwankt die Anzahl plétzlich von Generation zu Generation zwischen zwei Werten hin und
her. Dieses Verhalten kann man durchaus noch als Stabilitidt deuten. Die Zahl B = 3,45 be-
deutet die Uberschreitung einer weiteren Grenze; jetzt schwankt die Population zwischen
vier Werten. In immer kleineren Abstanden folgen weitere Gabelungen und fortgesetzte Ver-
dopplungen der Anzahl méglicher Systemzustande. SchlieBlich gibt es eine Grenzzahl, ab
der das System in das Chaos eintritt. In der Grafik entspricht dies dem schwarzen Bereich.
Hier kann praktisch nicht mehr vorhergesagt werden, welche GrdBe die Population in der
nachsten Generation annehmen wird. Bei B = 4 wird sogar das ganze Intervall der Werte
zwischen 0 und 1 ausgeflillt. Das Chaos scheint perfekt.

Wenn man genau hinsieht, erkennt man im chaotischen Bereich helle Streifen. Sie werden
‘Fenster der Ordnung’ genannt. Durch ein rotes Rechteck habe ich einen Ausschnitt mar-
kiert, den wir uns jetzt durch genauere Rechnung vergréBert ansehen wollen.



Dieser kleine Ausschnitt zwischen B = 3,35 und B = 3,78 umfasst einen Teil des Verzwei-
gungsbaums und ein solches Fenster der Ordnung.
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Zoom: Oben sieht man den vergréBerten Ausschnitt, der im vorigen Bild rot markiert ist.

Ein erneutes Zoomen (rotes Rechteck) ergibt das folgende Bild im Ordnungsfenster des Chaos:
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Hier zeigt sich mitten im Chaos wieder ein stabiles Systemverhalten, das sich allerdings er-
neut mit einem ‘Feigenbaumszenario’ in die Fange des Chaos begibt, wenn man die Gr6Be
B nur ein klein wenig erhéht. Der Ubergang ist wieder gepragt vom Verdopplungsweg der
zunehmenden mdéglichen SystemgréBen, genannt der ‘Verdopplungsweg ins Chaos’. Auffal-
lig ist, dass der Feigenbaum im Kleinen wieder kleine Feigenbdume enthalt, die prinzipiell



wie das Ganze aussehen. Man spricht von Selbstahnlichkeit oder von einem Fraktal, ein
Begriff, zu dem ich gleich mehr sagen méchte. Man kénnte den Zoomvorgang noch mehrere
Male wiederholen und wirde, bevor man die Rechenkiinste des Computers Uberfordert,
noch einige Feigenbdume in den Feigenbdumen entdecken.

Wenn eine so einfache Gleichung Chaos produzieren kann, gilt das erst recht fir komplizier-
tere Systeme mit vielen Freiheitsgraden. Kleinste Veranderungen an den SystemgrdBen
zeigen im Chaosbereich unvorhersagbare Folgen. So wurde die von Kritikern oft missver-
standene Metapher vom Fllgelschlag eines Schmetterlings in China, der einen Wirbelsturm
in den USA auslésen kann, geboren. Die verallgemeinerte Untersuchung chaotischer Sys-
teme hat zu véllig neuen Uberraschenden Ergebnissen gefiihrt und einen Umdenkungspro-
zess in unserer Weltanschauung ausgelést. Es zeigte sich, dass eine ganze Gruppe von
Systemen dem Feigenbaumszenario folgt, dass ein Verdopplungsweg ins Chaos flhren
kann, wenn man einen Systemparameter veréndert. Dabei bleibt dieses Verhalten nicht auf
mathematische Gleichungen beschrankt, sondern findet seine Entsprechung in natlrlichen
Systemen. Das konnte in den 80 er Jahren insbesondere in Strdmungsexperimenten nach-
gewiesen werden. Ein Beispiel dafir kdnnte auch die Verdnderung unserer Atmosphéare
durch Einbringen von Schadstoffen sein, woraufhin das Klima in chaotische Schwankungen
geriete. Also liefert auch die Mathematik genug Griinde, mit unseren Lebensgrundlagen vor-
sichtiger umzugehen.
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Weitere Informationen zum
Programm Feigenbaum in
Ulli's Fractal Home




